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O foco deste trabalho é descrever o problema da poluição no reservatório de Salto Grande
e sua interação com três populações neste meio aquático. Mais especificamente, considera-
remos três espécies de peixes predominantes neste reservatório, sendo que uma espécie
é predatória e as outras duas são as presas em competição. Todas elas apresentam uma
dispersão espaço-temporal sem migração, além de uma dinâmica vital de Verhulst com
competição intraespecífica, relações interespecíficas e interação com o poluente. O pro-
blema é descrito por meio da equação de difusão-advecção para o poluente com condições
de contorno de Robin homogêneo. A modelagem computacional faz uso de ferramentas
de computação gráfica junto com a parte matemática. As discretizações das equações
diferenciais parciais são feitas usando o método de diferenças finitas centradas para as
variáveis espaciais e Crank-Nicolson para a variável temporal, métodos de segunda ordem
de aproximação tanto no espaço quanto no tempo. Finalmente, o sistema não linear
discretizado é resolvido aproximadamente usando um método preditor corretor, obtendo
assim uma simulação computacional, a respectiva análise e saídas gráficas qualitativas.
Palavras-chave: Equação de difusão-advecção, Método de diferenças finitas centradas,
Método de Crank Nicolson, Computação Gráfica, Método Preditor- Corretor, Simulação
Computacional.
Abstract
The focus of this work is to describe the problem of pollution in the reservoir of Salto
Grande as well as with three populations that live in this aquatic environment. In particular,
we will consider three species that are predominant in this reservoir, where one specie is
predator and the other two species are the competing preys. All species have a temporal-
space dispersion without migration, Verhulst vital dynamics with intraspecific competition,
interspecific relationships, and interaction with the pollutant. The problem is described
through the equation of advection-diffusion for the pollutant with Robin homogeneous
boundary conditions. For the computational modelling, computer graphics tools were
used with the mathematical work. The discretizations for the partial differential equations
were done using the finite differential centered method to the spacial variables and Crank-
Nicolson method for the time variable. Both methods produce approximations of second
order. Finally, the nonlinear systems are solved approximately using a Predictor-Corrector
method, resulting in a computational simulation, the respective analysis and qualitative
graphical output.
Keywords:Advection-Diffusion Equation, Finite Differential Centered Method, Crank-
Nicolson Method, Computer Graphics, Predictor-Corrector Method, Computational Simu-
lation.
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Introdução
O reservatório de Salto Grande está localizado no Estado de São Paulo, e suas
coordenadas geográficas são 22˝501 23” S, 49˝501 50” W, obtidas de (MELETTI, 1997). A
área do reservatório é 2.724 km 2, com uma profundidade média de 8m, máxima de 19.8m,
um perímetro de 64km (DEBERDT, 1997), e uma medida de comprimento, indicada por
(LEITE, 2002), é de 17 km.
Figura 1 – Macrolocalização do Reservatório de Salto Grande.
Fonte: SANASA(SANASA, 2014, p. 29)
Na figura anterior podemos ver que o reservatório está localizado entre três
municípios: Americana, Nova Odessa e Paulínia, cidades que, segundo o estudo de usos da
terra no entorno do reservatório, feito por (FONSECA; MATIAS, 2015), geram poluição
por uso urbano (residencial, industrial, comercial e de serviços), corpos de água (aqui
inclui a rede de drenagem, composta por rios, nascentes e o próprio reservatório), mata
(destacando-se a vegetação remanescente no entorno do reservatório), campos, cultivo
de cana de açúcar e mineração. Os resultados de (ESPÍNDOLA; FARIA; LEITE, 2004)
indicam que 39.49% da poluição vem da cana de açúcar, seguido por 24.19% do uso
urbano, sendo estes dois os principais focos de poluição no reservatório. Tudo isso afeta as
comunidades aquáticas.
Segundo a literatura encontrada em (POLETTI, 2009), o reservatório pertence
à bacia hidrográfica do rio Piracicaba e à sub-bacia do rio Atibaia.
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Figura 2 – Compartimentos do Represa De Salto Grande.
Fonte:Google Earth 8/11/2015
Podemos observar na (Figura 2) que a represa é formada a partir do represa-
mento do rio Atibaia, tendo três compartimentos denotados por:
• A: Salto de Foguete.
• B: Riberão Saltinho.
• C: Minipantanal.
Dos três compartimentos, o compartimento Salto de Foguete apresenta uma
profundidade maior que a do Riberão Saltinho, sendo o último compartimento formado
por mini-pantanais. Portanto, como a parte fundamental a ser estudada neste trabalho é as
dinâmicas populacionais na represa, só consideraremos os dois primeiros compartimentos.
Tendo em conta esta restrição no domínio da represa, as fontes serão localizadas na entrada
ao compartimento B, como podemos ver na (Figura 3).
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Figura 3 – Localização das Fontes no Reservatório de Salto Grande.
Fonte: Google Earth 8/11/2015
O estudo realizado por (BRANDÃO et al., 2009), com respeito à ictiofauna
do reservatório, registra 67 espécies de peixes de pequeno e médio portes. Destacam-se
as três espécies predominantes: o Peixe-Cachorro (Acestrorhynchus Lacustris), o Saguiru-
Do-Rabo-Amarelo (Steindachnerina Insculpta) e Lambari-Do-Rabo-Amarelo (Astyamax
Altiparanae), com seus respectivos comprimentos máximos de 27 cm, 13 cm e 12.6 cm,
sendo que o peixe-Cachorro é predador de outros peixes menores, como os mencionados
anteriormente. Uma ilustração das espécies predominante e seu relacionamento pode ser
visto na (Figura 4).
Para as dinâmicas populacionais das espécies neste reservatório, teremos um
sistema de equações diferenciais parciais não lineares que modelam a dispersão populacional,
com dinâmicas de tipo logístico, ações interespecíficas de tipo Lotka-Volterra (predador-
presa) como apresentadas na (Figura 4) e competição intraespecífica com equilíbrios de
frágil estabilidade (EDELSTEIN-KESHET, 1988) considerados no modelo e, portanto,
nas simulações computacionais. Finalmente, consideramos as distribuições das espécies no
domínio por km2.
Há estudos que modelam os dois fenômenos, tanto a parte da poluição ((AL-
MEIDA, 2010a), (WOLMUTH, 2009)) quanto a parte das dinâmicas de populacionais,
incluindo competição inter e intraespecífica ((SALVATIERRA, 2005), entre outros).
Portanto, considerando tudo o que descrevemos anteriormente, chegamos aos
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Figura 4 – Espécies Predominantes na Represa de Salto Grande.
dois objetivos de pesquisa importantes deste trabalho:
1. Observar como evolui no transcurso do tempo o Impacto Ambiental na represa de
Salto Grande quando temos 3 locais de fontes na entrada do compartimento B e, ao
mesmo tempo, toda a borda do reservatório está poluída com intensidade inferior à
das fontes principais.
2. Observar como este Impacto Ambiental atua sobre as dinâmicas populacionais das
três espécies mencionadas anteriormente.
Existem outros trabalhos realizados neste reservatório, como (POLETTI, 2009)
e (PRESTES; MEYER, 2013), mas os diferenciais do presente trabalho são uma técnica
que chamamos de ’Técnica dos Pixels’, usada para simplificar o processo de construção da
malha do domínio, e as condições de contorno do tipo Robin homogêneas para o poluente.
Portanto, dividiremos o trabalho em quatro partes:
• No Capítulo 1 será feita a modelagem matemática do poluente.
Teremos três locais de fontes na entrada da sub-bacia do rio Atibaia como as fontes
principais de poluição, pois quando o rio Atibaia deságua no reservatório, o mesmo
carrega em seu percurso o lixo que vem da parte urbana e das chácaras, cuja atividade
principal é o cultivo de cana de açúcar, gerando no reservatório o incremento de
macrófitas segundo o estudo feito por (THOMAZ; BINI, 2003).
Toda a borda do reservatório terá poluição, porém não tão intensa quanto a das
fontes principais.
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Por fim, será explicado como foi obtida a malha do domínio com a ’Técnica dos pixels’,
e a equação modelada para o poluente será discretizada incluindo suas condições de
contorno, fazendo uso para isto dos métodos numéricos utilizados nos trabalhos de
((GUACA, 2015),(ALMEIDA, 2010b)), entre outros.
• No Capítulo 2, descreveremos como obter alguns parâmetros como, por exemplo, os
tamanhos de passo nos eixos X e Y . Além destes, alguns parâmetros serão obtidos
empiricamente e outros serão retirados de (PRESTES; MEYER, 2013).
Finalmente, as simulações computacionais serão feitas, variando alguns parâmetros
e tendo em consideração o vento predominante no reservatório, visando atingir o
primeiro objetivo de nossa pesquisa.
• No Capítulo 3, será feita a modelagem matemática do convívio das três espécies,
incluindo suas respectivas condições iniciais e de contorno. Também serão discre-
tizadas as respectivas equações não lineares obtidas na modelagem matemática,
incluindo as soluções numéricas aproximadas da equação do poluente, utilizando o
método preditor-corretor para resolver numericamente o sistema não linear e fazer
as simulações que serão incluídas no Capítulo seguinte.
• No Capítulo 4, serão apresentadas as tabelas com os parâmetros para as três espécies.
No geral, estes parâmetros são definidos com base na literatura de outros autores
que também trabalharam com dinâmicas populacionais, mas em outras regiões
como, por exemplo, (GUACA, 2015). O parâmetro da ’taxa de decaimento’ é obtido
empiricamente para cada espécie, sendo ajustado para três casos de teste: máximo,
médio e mínimo.
Por fim, serão apresentadas as simulações computacionais com saídas gráficas e
análise qualitativa, atingindo o segundo objetivo de nossa pesquisa.
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1 DISPERSÃO DO POLUENTE
Para a modelagem matemática da dispersão de poluentes em um domínio
aquático, usaremos a equação clássica de difusão com advecção. Pelo tipo de domínio
no qual estudaremos o problema, recorreremos ao método de aproximação baseado em
diferenças finitas centradas e Crank-Nicolson, tendo em conta que ambos métodos são de
segunda ordem de aproximação (LEVEQUE, 2007). Com condições adequadas de contorno,
procuramos ter aproximações numéricas de precisão razoável, pois este tipo de problema
tem predomínio parabólico, apesar de possuir componente hiperbólica.
1.1 Modelo matemático
Seja Cpx, y; tq a função da concentração de poluente num ponto px, yq P Ω P R2
e no tempo t P J “ p0, tf s. A equação diferencial que modela o fenômeno estudado terá o
respectivo termo difusivo (parte parabólica) no sentido de difusão efetiva ((MARCHUK,
2011), (OKUBO; LEVIN, 2013)) com o coeficiente de difusão constante. Suporemos que o
termo de advecção (parte hiperbólica) terá div ~pV px, yqq “ 0, pois é uma caracterização
dos fluidos incompressíveis. O termo de decaimento do poluente será considerado linear
e as fontes de poluição estarão em três locais do domínio na entrada do rio Atibaia ao
reservatório. Então, a equação é dada por:
BC
Bt “ divpαC∇xyCq ´ divp
~V Cq ´ σC ` fpx, y; tq , (1.1)
onde fpx, y; tq indica a intensidade das fontes de poluição.
Substituindo as características para cada termo descrito na Equação 1.1, obte-
mos a equação linear para cada ponto px, y; tq:
BC
Bt ´ αC∆xyC `
~V ¨∇xyC ` σC “ fpx, y; tq, f P C2pΩq , (1.2)
1.1.1 Condições inicias e de contorno
Seja BΩ a fronteira. Devido à forma do domínio, suporemos que existem
diferentes condições no contorno, indicadas por Γi. Assim:ď
Γi “ BΩ, i “ 1, ¨ ¨ ¨n. , (1.3)
As condições de contorno a serem adotadas serão as de Robin homogênea. Ver (GUACA,
2015):
aCpx, y; tq ` b BCBη
ˇˇˇˇ
Γi
“ hpx, y; tq, i “ 1, ¨ ¨ ¨n, px, yq P BΩ, t P J , (1.4)
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onde a e b são constantes.
Para este estudo, temos hpx, y; tq “ 0, ou seja, a presença de poluentes não
muda na direção da normal exterior a Γi Ă BΩ.
A condição inicial considerada será:
Cpx, y; 0q “ 0, px, yq P Ω. , (1.5)
Reformulando as equações (1.2) e (1.4), em conjunto com a equação (1.5),







~V ¨ pBCBx ,
BC




“ kCpx, y; tq, i “ 1, ¨ ¨ ¨n, px, yq P BΓi, t P J e
Cpx, y; 0q “ 0, px, yq P Ω,
(1.6)
onde,αC , ~V , f , e k são os parâmetros descrito na Tabela 1.
Tabela 1 – Notação usada no sistema (1.6).
αC é a constante de difusão do poluente no meio.
~V px, yq é o campo de velocidades relativo ao vento no meio aquático.
σ é a taxa de decaimento global do poluente no meio aquático.
fpx, y : tq representa as fontes, onde a substancia é introduzida ao meio.
k é a constante de fluxo de saída do poluente na borda.
1.2 Discretizações do problema
O domínio Ω a ser estudado é o reservatório de Salto Grande, que apresenta
fronteiras irregulares. Portanto, para o estudo, precisamos de uma malha discreta que
aproxime esse domínio o máximo possível. Para isto serão utilizados fundamentos de
Imagem Digital, o que exigirá alguns conceitos básicos.
1.2.1 Conceitos prévios
1. Processamento de imagens
Para entender melhor este conceito, faremos uma analogia com o chamado ‘Paradigma
dos quatro universos’ (SCURI, 1999), que nos ajudará a entender o processo de
discretização de imagens (Figura 5) e (Figura 6).
Em processamento de imagens o modelo matricial é utilizado. Uma matriz de dados
é utilizada para armazenar as informações de cor de cada ponto da imagem, sendo
o sistema de coordenadas formado por pares de números inteiros que descrevem a
posição do ponto na matriz de cores (Figura 6).
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Figura 5 – Paradigma dos quatro
universos.
Figura 6 – Paradigma para ima-
gens.
2. Pixel
Uma imagem digital é formada por um conjunto de pontos discretos, chamados pixels.
Um pixel é o menor elemento de uma imagem. Cada pixel tem três componentes:
os dois primeiros componentes representam a posição no plano X eY e o terceiro
componente representa a cor, composta por três canais de cor: vermelho, verde e
azul, cujos valores variam entre 0 e 255.
Ao ser digitalizada, uma imagem assume um tamanho em pixels. Quanto maior a
quantidade de pixels de uma imagem digitalizada, mais detalhada e próxima da
imagem real estará.
Para se realizar alguma medida sobre os objetos contidos na imagem, devemos
considerar a escala, que indica a razão entre a distância real e o número de pixels na
imagem digital.
3. Topologia de um pixel
Os pixels, normalmente, formam uma grade regular devido à amostragem uniforme-
mente espaçada. Neste caso, cada pixel representa uma região quadrada da imagem.
Cada pixel possui 8 vizinhos: 4 deles nos eixos coordenados e outros 4 nas diagonais.
A grade é gerada de acordo com o padrão ocidental de esquerda para a direita e de
cima para baixo.
Capítulo 1. DISPERSÃO DO POLUENTE 23
1.2.2 Obtenção do domínio e suas fronteiras.
1. Domínio
Para obter a discretização do domínio Ω em estudo, foi utilizado um mapa do Google
Maps no formato ‘png’, apresentado à esquerda na (Figura 7), com 367 linhas por
472 colunas. Para isto fazemos uso de conceitos básicos de processamento de imagens,
descritos anteriormente. Sabemos que a imagem é formada por pontos discretos
px, y; corq, tendo a variável ‘cor’ três canais: vermelho, verde e azul. Os pontos com
o primeiro canal de cor (vermelho) com valor menor que 200 foram considerados
pontos do domínio, e os demais foram considerados pontos fora do domínio, obtendo
uma malha com 35.136 pixels, como apresentado à direita na (Figura 7).
Figura 7 – Obtenção da malha do domínio da represa de Salto Grande.
Figura 8 – Malha adotada para o reser-
vatório com ∆x “ ∆y.
Figura 9 – Pixels da malha: uma parte
ilustrativa.
Na (Figura 8) temos a malha obtida usando a ‘Técnica dos Pixels’. Uma região foi
expandida e pode ser observada na (Figura 9).
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Foi utilizada uma imagem no formato ‘png’ pois neste formato não há perda de
informações da imagem, diferentemente de uma imagem ‘jpeg’, na qual ocorre perda
de informação.
Para nosso trabalho utilizamos a maior quantidade de pixels que conseguimos sem
exceder o limite de memória utilizada. O programa Gimp 2.8 foi utilizado para
redimensionar e tratar a imagem utilizada.
2. Fronteiras
Neste trabalho os pixels representam regiões quadradas, portanto os vizinhos serão
simétricos nos eixos coordenados.
Para discretizar as fronteiras pelo método de diferenças finitas utilizamos o laplaciano
de 5 pontos e obtemos os diferentes tipos de fronteiras neste estudo. Chamaremos
estes tipos de fronteira de A, B e C, conforme indicado na (Figura 10), na (Figura 11)
e na (Figura 13), respectivamente. Os quadradinhos brancos representam pixels fora
do domínio.
Figura 10 – Fronteiras tipo A: 1 pixel fora do domínio.
Figura 11 – Fronteiras tipo B: 2 pixels fora do domínio.
Figura 12 – Fronteiras tipo C: 3 pixels fora do domínio.
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Neste caso, teremos um, dois ou três pontos fora do reservatório (os quadradinhos
brancos), isto é, que não pertencem ao domínio Ω. Por análise combinatória, é
possível calcular as diferentes possibilidades para cada tipo de fronteira:$’&’%
C4
1 “ 4; tipoA,
C4
2 “ 6; tipoB ou
C4
3 “ 4; tipoC,
(1.7)
onde Cab representa o combinatório de a elementos tomados de b em b.
Portanto, temos 14 tipos diferentes de fronteiras no sistema em estudo.
3. Número de Péclet
A primeira equação do sistema (1.6) apresenta um termo de advecção, que envolve o
parâmetro ~V . Para evitar oscilações numéricas, estabelecemos a condição de Péclet,
que é um número adimensional e se calcula como segue:
u ¨∆x
αC
ă 2 , v ¨∆y
αC
ă 2 (1.8)
onde αC , ~V ,∆x,∆y são os parâmetros.
Tabela 2 – Notação usada no sistema (1.8).
αC constante de difusão do poluente no meio.
~V px, yq “ pu, vq campo de velocidades do vento no meio aquático.
∆x tamanho do passo com respeito ao eixo X.
∆y tamanho do passo com respeito ao eixo Y.
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1.3 Discretização do sistema
O problema em estudo (1.6) é um problema de valor inicial e de contorno
com predominância parabólica, ou seja, é Lipschitz contínua. O método de diferenças
finitas, junto com o Método de Crank-Nicolson, são métodos muito usados para resolver
numericamente este tipo de problema. Ver (SANTOS, 2013).
Assim, o primeiro método aproxima as derivadas da equação por diferenças,
transformando o problema contínuo em discreto, e o segundo nos assegura a estabilidade,
pois é incondicionalmente estável. Isso significa que teremos estabilidade para qualquer
escolha do tamanho de passo no tempo e no espaço. Podemos, portanto, combinar ambos,
já que são métodos de um só passo (LEVEQUE, 2007). Para discretizar o sistema (1.6),
será usada uma combinação dos métodos, conforme mostrado na Tabela 3.
Tabela 3 – Tabela dos métodos numéricos adotados.





































































1.3.1 Discretização da equação do poluente
Substituindo as equações da Tabela 3 na primeira equação do sistema (1.6) no
ponto pxi, yj; tn` 12 q e reagrupando de forma conveniente, temos, genericamente:
C
pn`1q
















i,j`1 r´αC ∆t2∆y2 ` v
∆t
4∆y s ` C
pn`1q





















i,j`1rαC ∆t2∆y2 ´ v
∆t
4∆y s ` C
pnq
i`1,jrαC ∆t2∆x2 ´ u
∆t
4∆xs `∆t ¨ fi,j
pn` 12 q
(1.9)
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Os métodos usados fazem com que este sistema seja da ordem de aproximaçãoOp∆x2,∆y2,∆t2q,
e sua forma matricial se torna:
ACpn`1q “ BCpnq `∆t ¨ f pn` 12 q
,(1.10)onde A “ ai,j, B “ bi,j, 1 ď i, j ď n são matrizes esparsas quadradas de n2
elementos.
A equação (1.9) é a discretização dos pontos interiores do domínio, onde cada termo
corresponde a um elemento da matriz. Podemos nomear os coeficientes de cada termo com
relação ao elemento central ai,i ou bi,i, conforme na Tabela 4:
Tabela 4 – Coeficientes das matrizes A e B
Coeficientes da matriz A Coeficientes da matriz B
aic,i “ r´αC ∆t2∆x2 ´ u
∆t





ai,ie “ r´αC ∆t2∆y2 ´ v
∆t
















ai,id “ r´αC ∆t2∆y2 ` v
∆t





aib,i “ r´αC ∆t2∆x2 ` u
∆t





1.3.2 Discretizações das condições de fronteira
A segunda equação do sistema (1.6) correspondente às condições de contorno.
Dependendo da direção da normal η , os termos se tornam:
´Cic,i “ ´2 ¨ dx ¨ kCi,i
αC
´ Cib,i ; η “ p´1, 0q
Cib,i “ ´2 ¨ dx ¨ kCi,i
αC
` Cic,i ; η “ p1, 0q
´Ci,ie “ ´2 ¨ dy ¨ kCi,i
αC
´ Ci,id ; η “ p0,´1q
Ci,id “ ´2 ¨ dy ¨ kCi,i
αC
` Ci,ie ; η “ p0, 1q
(1.11)
Vemos que os termos da Tabela 4 são simétricos para as duas matrizes, então tomamos
qualquer das matrizes e renomeamos os coeficientes ao respeito do termo central:
ma “ Ci,i; coeficiente central
ca “ Cic,i; coeficiente de cima
ba “ Cib,i; coeficiente de baixo
ea “ Ci,ie; coeficiente da esquerda
da “ Ci,id; coeficiente da direita
(1.12)
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Ao fazer as substituições de (1.12) na equação discretizada (1.10), teoricamente, obtemos
novos coeficientes mostrados na Tabela 5.
Tabela 5 – Coeficientes das matrizes C e D.
Coeficientes da matriz A modificada Coeficientes da matriz B modificada
aic,i “ ca` ba bic,i “ cb` bb
ai,ie “ ea` da bi,ie “ eb` db
ai,i “ ma´ 2 ¨ k ¨ dx
αC
¨ rea; ba; ca; das bi,i “ mb´ 2 ¨ k ¨ dx
αC
¨ rea; ba; ca; das
ai,id “ da` ea bi,id “ db` eb
aib,i “ ba` ca bib,i “ bb` cb
O sistema matricial (1.10), ao ser modificado segundo a Tabela 5, resulta em
um novo sistema, obtido ao discretizar as condições de contorno. Temos, então:
DCpn`1q “ ECpnq `∆t ¨ f pn` 12 q, (1.13)
onde D e E são matrizes quadradas esparsas de n2 elementos, dos quais a enorme maioria
é nula.
A Tabela 5 foi feita de maneira a se evitar fazer muitos cálculos, para que o
programa seja o mais eficiente possível, pois o sistema a resolver terá uma matriz de ordem
351362.
Logo, o sistema matricial (1.13) é o sistema a ser resolvido numericamente e
cuja simulação e análise serão feitas no próximo capitulo.
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2 SIMULAÇÃO DA DISPERSÃO DE POLU-
ENTES
Neste capítulo, descreveremos como foi feita a parte computacional, para obter
a simulação do sistema matricial (1.13). Vejamos:
1. Foi obtida uma malha do domínio usando o mapa de Google Maps no formato ’png’
apresentada na (Figura 7). O código usado para gerar a matriz rep’ com os pontos
do domínio do reservatório é numerar.m, a qual tem n “ 35.136 pontos.
2. Do código nume.m obtivemos a matriz crt’,esta é uma matriz de 35.136 linhas e 4
colunas, esta matriz enumera os pontos vizinhos de cada ponto do domínio.
3. Com o código construir_matrizes.m foram construídas as matrizes A e B do
sistema matricial (1.10), respeitando as condições de contorno descritas na Tabela 5,
assim o sistema (1.13) é gerado internamente dentro deste código.
4. As intensidades das fontes de poluição foram construídas com o código criar_fontes.m.
As cores da imagem foram utilizadas para identificar os locais das fontes de poluentes,
estando localizadas em toda a borda e na entrada do rio Atibaia. Isso tornou mais
intuitivo a determinação de tais pontos no domínio, já que não é necessário saber
qual o índice do ponto, apenas sua localização na imagem.
5. O código simular.m resolve o sistema numericamente e constrói os gráficos ilustra-
tivos.
Todos os códigos foram desenvolvidos e executados no Matlab 2015, em um
computador com processador Intel Core i7 e 8 GB de memória RAM. 1
2.1 Parâmetros do domínio
Existem três parâmetros relevantes. A seguir descrevo como estes foram obtidos:
1. Cálculo dos tamanhos de passo ∆x,∆y
Para calcular os tamanhos de passo foram utilizados o comprimento e a largura
aproximada do reservatório, como segue:
1 Os códigos descritos serão inseridos no apêndice do trabalho.
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Figura 13 – Largura aproximada. Figura 14 – Altura aproximada.
Fonte: Google Earth 8/11/2015
Nas (Figura 13) e (Figura 14) podemos ver que o domínio tem 7, 49 km de largura e
5, 56 km de altura. A imagem do domínio obtida no matlab (Figura 8) tem 367ˆ 472
pixels. Os tamanhos de passo, respeito de cada eixo em km, serão:
∆x “ 7, 49472 « 0, 015 ∆y “
5, 56
367 « 0, 015 (2.1)
Observar que ao obter estos tamanhos de passo, estamos obtendo as medidas de cada
lado de um pixel em km, pois os pixels usados neste trabalho representam pequenos
quadradinhos.
2. Ventos predominantes no reservatório Segundo (PRESTES; MEYER, 2013),
há dois ventos principais na região do reservatório, sendo predominante o vento de
SSE para NNO com uma inclinação angular com respeito à vertical de 22, 5˝ e com




, sendo este o valor do
vento medido a 10m acima da superfície. Para o estudo deste trabalho, a velocidade
média do vento será adotada considerando a aproximação de Ekerman:
V “ 0, 03 ¨ Vm





Podemos ver a direção do vento com a ‘Rosa dos ventos’ na (Figura 15).
A decomposição do vento V nos eixos X e Y , respectivamente, é:









Essa decomposição pode ser vista na (Figura 16). Nota-se que o eixo Y é contado
de cima para baixo, portanto o componente v é negativo.
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Figura 15 – Rosa dos ventos com a di-
reção do vento na represa
de SSE para NNO.
Figura 16 – Decomposição do vento pre-
dominante na represa de
Salto Grande.
3. Fontes
Na (Figura 17) vemos a borda marcada em cor verde. Apesar de não ser perceptível,
temos duas tonalidades de verde: uma cujo canal azul tem valor 1 e outra cujo canal
azul tem valor 2. A primeira cor identifica a fronteira e a segunda cor identifica as
fontes, pois ambas têm intensidades de poluição diferentes. A localização das fontes
principais está indicada pelas setas vermelhas.
Figura 17 – Indicação das fontes principais e as bordas usando as cores.
Na tabela Tabela 6 os parâmetros αC , σ, V foram obtidos de (PRESTES;
MEYER, 2015). No entanto, os parâmetros k, IPFR, IF foram testados tentando assim
Capítulo 2. SIMULAÇÃO DA DISPERSÃO DE POLUENTES 32
Tabela 6 – Tabela de parâmetros2.
Nome Parâmetros Valor
Tamanho de passo no eixo X ∆x 0,015 km
Tamanho de passo no eixo Y ∆y 0,015 km
Coeficiente de difusibilidade αC 0,007
km2
h
Taxa de decaimento σ 0,0002h´1
Velocidade do vento V “ pu, vq p´0,0827;´0,1996qkm
h
Número de Péclet em X Nx 0,18748
Número de Péclet em Y Ny 0,43199
Fluxo de saída de poluente pelas fronteiras k 0,00015 udp
km2
Tempo Final tf 5; 7; 9; 12; 24h
Número de Iterações nt 400
Intensidade de poluentes nas fronteiras IPFr 0,5udp
h
Intensidade de poluente nas fontes IF 7udp
h
nos aproximar das características reais do meio em estudo.
2.2 Análise das simulações
2.2.1 Cenário I
Faremos a comparação do impacto ambiental considerando a variação do
parâmetro σ, utilizando os valores apresentados na Tabela 6 e na Tabela 7.
Tabela 7 – Parâmetros testados para o Impacto Ambiental.
Nome Parâmetros Valor
Taxa de decaimento σ 0,0002 ; 0 h´1
Tempo Final tf 5;7;9;12;24h
Para fazer um análise mais detalhado tomamos 4 pontos amostrais no domínio
em estudo, como indicado na (Figura 18).
2 udp: unidades de poluente
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Figura 18 – Localização dos pontos amostrais no reservatório Salto Grande.
Figura 19 – Distribuição do poluente após 5h com σ “ 0,0002.
Figura 20 – Distribuição do poluente após 5h com σ “ 0.
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Figura 21 – Distribuição do poluente após 7h com σ “ 0,0002.
Figura 22 – Distribuição do poluente após 7h com σ “ 0.
Figura 23 – Distribuição do poluente após 9h com σ “ 0,0002.
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Figura 24 – Distribuição do poluente após 9h com σ “ 0.
Figura 25 – Distribuição do poluente após 12h com σ “ 0,0002.
Figura 26 – Distribuição do poluente após 12h com σ “ 0.
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Figura 27 – Distribuição do poluente após 24h com σ “ 0,0002.
Figura 28 – Distribuição do poluente após 24h com σ “ 0.
Comparando, respectivamente, as escalas de cores das (Figura 19), (Figura 21),
(Figura 23), (Figura 25) e (Figura 27) (com σ “ 0.0002) com as escalas de cores das
(Figura 20), (Figura 22), (Figura 24), (Figura 26) e (Figura 28) (com σ “ 0), verificamos
que a diferença no valor do σ não afetou a concentração do poluente. Concluímos, então,
que isso ocorre pois o valor de σ “ 0, 0002 é muito pequeno.
Ao comparar os gráficos de linhas com os mesmos tempos, porém com os
dois valores diferentes de sigma utilizados, e fazer a análise temporal, verificamos que o
espalhamento do poluente é o mesmo nos dois casos (com taxa de decaimento e sem taxa





, aproximadamente) é atingida após 12h, pois para tempos maiores o nível
de concentração de poluente se mantém, indicando um comportamento assintótico.
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2.2.2 Cenário II
Nesta parte faremos a análise do comportamento do poluente, tanto nas fontes
principais quanto nas fronteiras, ao variarmos os parâmetros de intensidade de poluição
conforme a Tabela 8.
Tabela 8 – Parâmetros a variar para as intensidades de poluição.
Nome Parâmetros Valor
Intensidade de poluentes nas fronteiras IPFr 0 ; 0,1 ; 0,5udp
h
Intensidade de poluente nas fontes IF 0 ; 7 udp
h
Figura 29 – Espalhamento do poluente das fronteiras pIPFr “ 0,5q após 12h supondo
com fontes principais zeradas pIF “ 0q.
Figura 30 – Espalhamento do poluente das fontes principais pIF “ 7q após 12h supondo
a poluição nas fronteiras zeradas pIPFr “ 0q.
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Figura 31 – Espalhamento do poluente das fronteiras pIPFr “ 0,1q após 12h com a
poluição das fontes principais pIF “ 7q.
Na Tabela 6 temos IF “ 7udp
h
, e na Tabela 8 estamos alterando este valor
para IF “ 0udp
h
. Podemos observar na (Figura 29) que, com esta alteração mas com a
poluição das bordas pIPFr “ 0,5q inalterada, temos um espalhamento do poluente muito
similar ao original da (Figura 25), com quase a mesma concentração de poluição.
Ao observar a (Figura 31), com o valor da poluição nas bordas reduzido de
IPFr “ 0,5udp
h
para IPFr “ 0,1udp
h
, vemos que a concentração de poluente está muito
menor que a original da (Figura 25), reforçando nossa conclusão anterior de que as bordas
são a principal causa da poluição do reservatório.
Por fim, ao se considerar só as fontes principais, zerando a poluição nas bordas,
podemos ver na (Figura 30) que a poluição causada por estas fontes só influencia a área
em volta do ‘ponto 2’.
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3 DINÂMICAS POPULACIONAIS SOB
EFEITO DE UM POLUENTE
Nos capítulos anteriores abordamos o fato de que há poluição nas fronteiras do
reservatório. Isto foi adotado devido à alta concentração de poluentes orgânicos encontrada,
segundo o estudo feito por (THOMAZ; BINI, 2003), em lagoas e reservatórios no Brasil.
Em particular no reservatório de Salto Grande, segundo o estudo feito por (FERREIRA,
2000). Temos também uma alta concentração de macrófitas aquáticas influenciando as
assembleias de peixes e potencializando as relações presa-predador, segundo o estudo feito
por (PELICICE; AGOSTINHO; THOMAZ, 2005).
Neste capitulo analisaremos o comportamento de três especies de peixes, muito
abundantes no reservatório de Salto Grande segundo (BRANDÃO et al., 2009), e cujos
nomes são: o Peixe-Cachorro (Acestrorhynchus Lacustris), o Saguiru-Do-Rabo-Amarelo
(Steindachnerina Insculpta) e Lambari-Do-Rabo-Amarelo (Astyamax Altiparanae). Os
peixes da espécie Acestrorhynchus Lacustris são predadores de peixes menores, como os
demais mencionados anteriormente.
3.1 Modelo matemático do problema geral
Para modelar um sistema de três equações não lineares, que são de tipo presa-
predador e competição sem migração, consideraremos os seguintes termos:
• A dispersão populacional de cada espécie.
• O decaimento das espécies devido à interação com o impacto ambiental no meio.
• A reprodução do tipo logístico Lotka-Volterra para o predador, e Lotka-Volterra com
competição inter e intraespecífica para as presas. Considerando-se que o predador
só depende de suas presas para sobreviver e as presas dependem do meio aquático
(represa), então consideraremos a mesma capacidade de suporte para as presas.
• A interação entre espécies, que será de predação na primeira equação, pois é a
equação onde o predador interage as presas, por isso tem sinal positivo, e tem sinal
negativo nas demais equações, pois as presas são prejudicadas ao interagir com o
predador e também ao competir entre si.
Sejam P “ P px, y; tq o predador e Q “ Qpx, y; tq e R “ Rpx, y; tq as duas
presas. As equações que descrevem as dinâmicas populacionais para cada espécie são dadas
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por: $’’’’’&’’’’’%
BP
Bt ´ αP∆xyP ` σPCP “ λPP p 1´
P
kP
q ` βPQPQ` βPRPR ,
BQ
Bt ´ αQ∆xyQ` σQCQ “ λQQp 1´
Q`R
kQ
q ´ βQPQP ´ βQRQR e
BR
Bt ´ αR∆xyR ` σRCR “ λRRp 1´
R `Q
kR
q ´ βRPRP ´ βRQRQ.
(3.1)
Os parâmetros utilizados no sistema (3.1) são descritos na Tabela 9.
Tabela 9 – Notação usada no sistema (3.1).
αP , αQ, αR constantes de dispersão populacional.
σP , σQ, σR taxas de decaimento populacional-poluente.
λP , λQ, λR taxas de (natalidade-mortalidade) para cada espécie.
kP , kQ, kR capacidade de suporte de cada espécie .
βPQ “ βQP , βPR “ βRP constantes de predação P ´Q e P ´R.
βQR, βRQ contantes de competição entre as presas.
Condição Inicial
Cada ponto do domínio equivale a um pixel da imagem, que, de acordo com os
tamanhos de passo∆x e∆y calculados no Capítulo 2, seção 2.1, representa uma área
de p0, 015q2 km2. Portanto, definiremos as concentrações das espécies em quantidade
por km2.
As condições iniciais para as três espécies foram definidas como:$’’’’’’’’’’&’’’’’’’’’’%
P px, y; 0q “ 100
km2
,
Qpx, y; 0q “ 140
km2
e
Rpx, y; 0q “ 150
km2
, @px, yq P Ω
(3.2)
Condições de Contorno












“ 0, px, yq P γi com Y γi “ BΩ, i “ 1, ¨ ¨ ¨n, t P J (3.3)
Sendo γi a borda do domínio.
Supomos que não há migração de espécies, portanto não haverá saída nem entrada
de população pela borda.
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3.2 Discretizações das dinâmicas populacionais
As discretizações do modelo em estudo de competição-predação são análogas à
do poluente, pois as espécies têm o mesmo domínio. Então, fazemos uso do método de
diferenças finitas para as variáveis espaciais e Crank-Nicolson para o tempo, sendo ambos
de segunda ordem de aproximação. Fazendo uso da Tabela 3, a discretização do sistema
de equações (3.1) é dada, genericamente, por:$’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’&’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’%
P
pn`1q
ic,i r´αP ∆t2∆x2 s ` P
pn`1q
i,ie r´αP ∆t2∆y2 s ` P
pn`1q
i,i r1` αP ∆t∆x2 ` αP
∆t
∆y2 s
`P pn`1qi,id r´αP ∆t2∆y2 s ` P
pn`1q
ib,i r´αP ∆t2∆x2 s
`P pn`1qi,i rσP ∆t4 pC
pn`1q
i,i ` Cpnqi,i q ´ λP ∆t2 p1´





i,i `Qpnqi,i q ´ βPQ∆t4 pR
pn`1q
i,i `Rpnqi,i qs “
P
pn`1q
ic,j rαP ∆t2∆x2 s ` P
pn`1q
i,ie rαP ∆t2∆y2 s ` P
pn`1q
i,i r1´ αP ∆t∆x2 ´ αP
∆t
∆y2 s
`P pn`1qi,id rαP ∆t2∆y2 s ` P
pn`1q
ib,i rαP ∆t2∆x2 s
`P pn`1qi,i r´σP ∆t4 pC
pn`1q
i,i ` Cpnqi,i q ` λP ∆t2 p1´












ic,i r´αP ∆t2∆x2 s `Q
pn`1q
i,ie r´αP ∆t2∆y2 s `Q
pn`1q
i,i r1` αP ∆t∆x2 ` αP
∆t
∆y2 s
`Qpn`1qi,id r´αP ∆t2∆y2 s `Q
pn`1q
ib,i r´αP ∆t2∆x2 s
`Qpn`1qi,i rσP ∆t4 pC
pn`1q
i,i ` Cpnqi,i q ´ λP ∆t2 p1´





i,i ` P pnqi,i q ` βPQ∆t4 pR
pn`1q
i,i `Rpnqi,i qs “
Q
pn`1q
ic,i rαP ∆t2∆x2 s `Q
pn`1q
i,ie rαP ∆t2∆y2 s `Q
pn`1q
i,i r1´ αP ∆t∆x2 ´ αP
∆t
∆y2 s
`Qpn`1qi,id rαP ∆t2∆y2 s `Q
pn`1q
ib,i rαP ∆t2∆x2 s
`Qpn`1qi,i r´σP ∆t4 pC
pn`1q
i,i ` Cpnqi,i q ` λP ∆t2 p1´













ic,i r´αP ∆t2∆x2 s `R
pn`1q
i,ie r´αP ∆t2∆y2 s `R
pn`1q
i,i r1` αP ∆t∆x2 ` αP
∆t
∆y2 s
`Rpn`1qi,id r´αP ∆t2∆y2 s `R
pn`1q
ib,i r´αP ∆t2∆x2 s
`Rpn`1qi,i rσP ∆t4 pC
pn`1q
i,i ` Cpnqi,i q ´ λP ∆t2 p1´





i,i ` P pnqi,i q ` βPQ∆t4 pQ
pn`1q
i,i `Qpnqi,i qs “
R
pn`1q
ic,i rαP ∆t2∆x2 s `R
pn`1q
i,ie rαP ∆t2∆y2 s `R
pn`1q
i,i r1´ αP ∆t∆x2 ´ αP
∆t
∆y2 s
`Rpn`1qi,id rαP ∆t2∆y2 s `R
pn`1q
ib,i rαP ∆t2∆x2 s
`Rpn`1qi,i r´σP ∆t4 pC
pn`1q
i,i ` Cpnqi,i q ` λP ∆t2 p1´









Destas equações discretizadas obtemos um sistema não linear para cada espécie, que
podemos escrever como:
A1pP pnq, P pn`1q, Qpnq, Qpn`1q, Rpnq, Rpn`1q, Cpnq, Cpn`1qqP pn`1q “
B1pP pnq, P pn`1q, Qpnq, Qpn`1q, Rpnq, Rpn`1q, Cpnq, Cpn`1qqP pnq ,
(3.7)
A2pP pnq, P pn`1q, Qpnq, Qpn`1q, Rpnq, Rpn`1q, Cpnq, Cpn`1qqQpn`1q “
B2pP pnq, P pn`1q, Qpnq, Qpn`1q, Rpnq, Rpn`1q, Cpnq, Cpn`1qqQpnq ,
(3.8)
A3pP pnq, P pn`1q, Qpnq, Qpn`1q, Rpnq, Rpn`1q, Cpnq, Cpn`1qqRpn`1q “
B3pP pnq, P pn`1q, Qpnq, Qpn`1q, Rpnq, Rpn`1q, Cpnq, Cpn`1qqRpnq ,
(3.9)
onde Cpnq, Cpn`1q são as soluções numéricas do sistema (1.13) nos instantes n en ` 1,
respectivamente.
Para as discretizações das condições de contorno de Newman Homogênea,
procedemos analogamente a (1.11). Para o predador, obtemos o sistema de equações a
seguir:
´Pic,i “ ´Pib,i ; η “ p´1, 0q
Pib,i “ `Pic,i ; η “ p1, 0q
´Pi,ie “ ´Pi,id ; η “ p0,´1q
Pi,id “ `Pi,ie ; η “ p0, 1q.
(3.10)
O mesmo foi feito para as presas, obtendo sistemas de equações análogos.
As matrizes das (Equação 3.8), (Equação 3.9) e (Equação 3.10) foram ajustadas
no código para respeitarem as condições de contorno definidas na (Equação 3.10).
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Este novo sistema não linear será resolvido usando um método Preditor-corretor,
descrito com mais detalhes em (GUACA, 2015), (PRESTES; MEYER, 2015), entre outros.
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4 SIMULAÇÃO DAS DINÂMICAS POPULA-
CIONAIS
Neste Capítulo faremos as simulações das dinâmicas populacionais em conjunto
com a dispersão do poluente.
Os parâmetros necessários para simular as dinâmicas populacionais não estão
disponíveis na literatura, portanto foram obtidos empiricamente e com base em parâmetros
de espécies de outros ambientes encontradas na literatura.
Observamos que os parâmetros em questão aparecem na literatura na ordem
de 10´3, sendo esse o ponto de partida para definir nossos parâmetros.
Portanto, não consideramos relevante o valor específico de cada parâmetro,
mais sim a análise qualitativa do comportamento das espécies interagindo com o poluente.
Também é importante mencionar que, para as simulações, devemos verificar
que a condição do Número de Courant é satisfeita, pois assim asseguraremos a convergência
dos métodos numéricos usados.
Para fazer as simulações computacionais os seguintes códigos foram utilizados:
1. O código construir_matrizes_poluentes.m constrói as matrizes A e B do sis-
tema matricial do poluente (1.10).
2. Com o código construir_matrizes_populacoes.m são construídas as matrizes
Ai e Bi, i “ 1 ¨ ¨ ¨ 3 dos sistemas matriciais das populações (3.7, 3.8 e 3.9).
3. Do código vetor_atual.m é obtida a parte do sistema matricial que não depende
do método preditor-corretor para cada espécie, sendo executado apenas uma vez
para cada espécie por iteração da simulação.
4. O código vetor_proximo.m constrói a parte do sistema não linear que depende do
método preditor-corretor, sendo executado múltiplas vezes por iteração da simulação.
5. Com o código grafico.m um gráfico é construído de acordo com as informações
recebidas nos parâmetros.
6. O código graficos.m utiliza grafico.m para construir todos os gráficos em cada
iteração da simulação.
7. O código simular_populacoes.m utiliza os códigos anteriores para fazer a simula-
ção.
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4.1 Parâmetros das dinâmicas populacionais
Todos os parâmetros nas Tabela 10 , Tabela 11 e Tabela 12 foram obtidos
empiricamente, pois não foram encontrados na literatura.
Como o foco do nosso trabalho é analisar o comportamento das espécies quando
interagem com o poluente, vamos variar o parâmetro ‘taxa de decaimento’ de cada espécie
em contato com a poluição, com os valores apresentados na Tabela 13.
Tabela 10 – Tabela de parâmetros da espécie P.
Nome Parâmetro Valor
Coeficiente de dispersão αP 0,00075
km2
h
Taxa de reprodução λP 0,03h´1
Capacidade de suporte kP 25
noindividuos
km2
Coeficiente de predação P-Q βPQ “ βQP 0,5 pindividuo ¨ hq´1
Constante de predação P-R βPR “ βRP 0,5 pindividuo ¨ hq´1
Tempo Final tf 5; 7; 9; 12; 24h
Número de Iterações nt 400
Tabela 11 – Tabela de parâmetros da espécie Q.
Nome Parâmetros Valor
Coeficiente de dispersão αQ 0,001
km2
h
Taxa de reprodução λQ 0,075h´1
Capacidade de suporte kQ 50
noindividuos
km2
Coeficiente de competição Q-R βQR “ βRQ 0,05 pindividuos ¨ hq´1
Tempo Final tf 5; 7; 9; 12; 24h
Número de Iterações nt 400
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Tabela 12 – Tabela de parâmetros da espécie R.
Nome Parâmetros Valor
Coeficiente de dispersão αR 0,001
km2
h
Taxa de reprodução λR 0,075h´1
Capacidade de suporte kR 50
noindividuos
km2
Coeficiente de competição R-Q βRQ “ βQR 0,05 pindividuo ¨ hq´1
Tempo Final tf 5; 7; 9; 12; 24h
Número de Iterações nt 400
Tabela 13 – Tabela de parâmetros a variar.
Nome Parâmetros Valor
Taxa de decaimento de P-poluente σP 0,3 ; 3,15 ; 6 h´1
Taxa de decaimento de Q-poluente σQ 0,1 ; 4,55 ; 9 h´1
Taxa de decaimento de R-poluente σR 0,2 ; 9,85 ; 19,5 h´1
4.2 Análise das simulações
As simulações visam variar o parâmetro ‘taxa de decaimento’. Para isto, co-
meçaremos testando com as taxas de decaimento mínimas de cada espécie, e passaremos
para os próximos valores em seguida.
É importante mencionar que as escalas de cores são ajustadas a cada iteração
com o objetivo de auxiliar na análise visual das imagens. Esta escala, apresentada à direita
das imagens, indica a concentração (do poluente ou das espécies) por km2.
Uma determinada região apresentar coloração mais avermelhada com o passar
do tempo não significa, necessariamente, que a concentração aumentou, porém indica
que essa região apresenta concentração mais destoante das outras regiões (mesmo que a
concentração esteja diminuindo).
Os gráficos de linhas apresentam a concentração por km2 (do poluente ou das
espécies) no eixo vertical pelo tempo no eixo horizontal (medido em horas).
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1. Parâmetros Mínimos:
Figura 32 – Distribuição das Dinâmicas Populacionais após t=5 h, nt=400.
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Figura 33 – Distribuição das Dinâmicas Populacionais após t=7 h, nt=400
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Figura 34 – Distribuição das Dinâmicas Populacionais após t=9 h , nt=400.
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Figura 35 – Distribuição das Dinâmicas Populacionais após t=12 h , nt=400.
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Figura 36 – Distribuição das Dinâmicas Populacionais após t=24 h , nt=400.
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Podemos observar na (Figura 32) que após 5 horas temos concentrações entre
15 e 20 por km2 na espécie P (predador), entre 25 e 30 por km2 na espécie Q
(presa) e aproximadamente 30 por km2 na espécie R (presa). Após 24 horas, temos
concentrações entre 40 e 60 por km2 na espécie P (predador), aproximadamente 90
por km2 na espécie Q (presa) e aproximadamente 100 por km2 na espécie R (presa).
Podemos concluir ao analisar as (Figura 32) até a (Figura 36) que o poluente não
está afetando as populações, que estão crescendo (observar as escalas de cores).
Isso pode ser confirmado com mais detalhes nos gráficos de linhas da concentração
nos 4 pontos amostrais no domínio, observando que o crescimento das espécies tem
tendência exponencial.
Capítulo 4. SIMULAÇÃO DAS DINÂMICAS POPULACIONAIS 53
2. Parâmetros médios:
Figura 37 – Distribuição das Dinâmicas Populacionais após t=5 h, nt=400.
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Figura 38 – Distribuição das Dinâmicas Populacionais após t=7 h, nt=400.
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Figura 39 – Distribuição das Dinâmicas Populacionais após t=9 h , nt=400.
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Figura 40 – Distribuição das Dinâmicas Populacionais após t=12 h , nt=400.
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Figura 41 – Distribuição das Dinâmicas Populacionais após t=24 h , nt=400.
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Podemos observar nas (Figura 37) até o (Figura 41) que as concentrações tanto do
predador P quanto da presa R tendem a diminuir com o tempo, enquanto a espécie
Q cresce.
Pelos gráficos de linhas, podemos concluir que as espécies P e R são mais afetadas
pelo poluente que a espécie Q, pois suas concentrações tendem a crescer quando
não há poluente, mas tendem a diminuir quando há poluente. Já a concentração da
espécie Q está sempre crescendo, independentemente da presença do poluente.
Concluímos, então, que a espécie Q tem maior resistência à poluição que as outras
duas espécies.
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3. Parâmetros máximos:
Figura 42 – Distribuição das Dinâmicas Populacionais após t=5 h, nt=400.
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Figura 43 – Distribuição das Dinâmicas Populacionais após t=7 h, nt=400.
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Figura 44 – Distribuição das Dinâmicas Populacionais após t=9 h , nt=400
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Figura 45 – Distribuição das Dinâmicas Populacionais após t=12 h , nt=400.
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Figura 46 – Distribuição das Dinâmicas Populacionais após t=24 h , nt=400.
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Observamos nas (Figura 42) até (Figura 46) que as concentrações das três
espécies diminuem, o que faz sentido, pois suas taxas de decaimento quando interagem
com o poluente são altas. Em particular, a espécie R tem um decaimento mais íngreme




A primeira conclusão que chegamos é que, quando a degradação de um material
impactante é muito baixa ou quase nula, o espalhamento deste é devido às propriedades de
fluído (difusão efetiva que inclui tanto o movimento browniano quanto a tensão superficial)
e aos agentes externos (neste caso, ao vento).
Como esperado, quanto maior a interação entre as espécies e o poluente em
cada simulação, mais as espécies são prejudicadas.
A partir as constatações anteriores concluímos que no domínio estudado, sem
políticas e medidas urgentes de limpeza, a contenção e manutenção da poluição estará
condenada em muitos de seus aspectos vitais. A mídia local, por exemplo, sistematicamente
repele os avisos sobre a impropriedade da água até para banho, do risco de sua ingestão
por animais menores e, sobretudo, dos peixes que ainda são alvo de pescarias.
Outra conclusão refere-se a um aspecto inovador desta dissertação: em seus
trabalhos de pesquisa, (GUACA, 2015), (PRESTES; MEYER, 2015) e (CARNIATTO,
2010) (entre tantos outros) tiveram que proceder a esforços pesados pessoal ou computaci-
onalmente para poder obter uma malha adequada à discretização dos meios analisados.
Esta dissertação, porém, introduz uma técnica inteiramente nova (na área) com a qual este
esforço é tornado muito mais simples e viável, além de possibilitar a geração de matrizes
de ordens muito superiores para os posteriores tratamentos numérico-computacionais.
Finalmente, acreditamos ter criado um importante instrumento auxiliar na
simulação e avaliação de políticas públicas para recuperação e manutenção do meio, baseado
em imagens digitais (obtidas de satélites), o que permite avaliações em diferentes épocas
do ano, ao longo das quais tanto as distâncias quanto as formas de uma represa podem se
transformar consideravelmente, mudando, consequentemente, a densidade e a quantidade
dos impactos ocorridos por ações antrópicas. Isto só é possível de modo mais direto pela
técnica de filtro dos pixels das imagens aéreas para as matrizes de representação.
66
Referências
ALMEIDA, J. R. F. de. Modelagem matemática e simulação computacional para análise
de dispersão de poluentes em um trecho do rio paraíba do sul. Biblioteca Digital da
Unicamp, 2010.
ALMEIDA, J. R. Ferreira de. Modelagem matemática e simulação computacional para
análise de dispersão de poluentes em um trecho do Rio Paraíba do Sul. Dissertação
(Mestrado) — UNICAMP, 2010.
BRANDÃO, H. et al. Assessment of the ichthyofauna in stretches under the influence
of salto grande reservoir (middle paranapanema river, sp/pr, brazil). Acta Limnologica
Brasiliensia, v. 21, n. 4, p. 451–463, 2009.
CARNIATTO, N. Comportamento evolutivo de uma pluma superficial de poluente na
bacia hidrográca do Rio Mogi Guacu. Tese (Doutorado) — Dissertaçao de Mestrado em
Engenharia Elétrica e da Computaçao, FEEC, UNICAMP, 2010.
DEBERDT, G. L. B. Produção primária e caracterização da comunidade fitoplanctônica
no reservatório de Salto Grande (Americana-SP) em duas épocas no ano. Tese
(Doutorado), 1997.
EDELSTEIN-KESHET, L. Mathematical models in biology. Siam, v. 46, 1988.
ESPÍNDOLA, E.; FARIA, O.; LEITE, M. Reservatório de salto grande: uma caracterização
geral do sistema. Reservatório de Salto Grande: caracterização, impactos e propostas de
manejo. RiMa Editora, São Carlos, p. 1–18, 2004.
FERREIRA, C. M. L. Estudo de uma área alagada do rio Atibaia visando a elaboração de
proposta de manejo para melhoria da qualidade da água no reservatório de Salto Grande
(Americana, SP). Tese (Doutorado), 2000.
FONSECA, M. F.; MATIAS, L. F. Análise do uso da terra e do componente clinográfico
por meio de geoprocessamento: O entorno do reservatório de salto grande-sp. Boletim de
Geografia, v. 32, n. 3, p. 48–60, 2015.
GUACA, D. C. Impacto ambiental em meios aquáticos: modelagem, aproximação e
simulação de um estudo na Baía de Buenaventura-Colômbia. Dissertação (Mestrado) —
UNICAMP, 2015.
LEITE, M. A. Análise do aporte, da taxa de sedimentação e da concentração de metais
na água, plâncton e sedimento do reservatório de Salto Grande, Americana-SP. Tese
(Doutorado) — Universidade de São Paulo, 2002.
LEVEQUE, R. J. Finite difference methods for ordinary and partial differential equations:
steady-state and time-dependent problems. Siam, v. 98, 2007.
MARCHUK, G. I. Mathematical models in environmental problems. Elsevier, v. 16, 2011.
Referências 67
MELETTI, P. Avaliação da qualidade da água na bacia do rio piracicaba através de
testes de toxicidade aguda com peixes. Avaliação da qualidade da água na bacia do rio
Piracicaba através de testes de toxicidade aguda com peixes, 1997.
OKUBO, A.; LEVIN, S. A. Diffusion and ecological problems: modern perspectives.
Springer Science & Business Media, v. 14, 2013.
PELICICE, F. M.; AGOSTINHO, A. A.; THOMAZ, S. M. Fish assemblages associated
with egeria in a tropical reservoir: investigating the effects of plant biomass and diel
period. Acta Oecologica, Elsevier, v. 27, n. 1, p. 9–16, 2005.
POLETTI, E. C. C. Dispersao de poluentes em sistema de reservatório: modelagem
matemática via lógica fuzzy e aproximaçao numérica. Biomatemática 19, IMECC -
UNICAMP, p. 57–68, 2009.
PRESTES, M. F. B.; MEYER, J. F. C. A. Modelo interespecıfico de predaçao na presença
de material impactante: modelagem e simulaçao computacional. Biomatemática 25,
IMECC - UNICAMP, 2015.
PRESTES, M. F. B.; MEYER, J. F. d. C. A. Dispersão de material impactante em meio
aquático: Modelagem matemática, aproximação numérica e simulação computacional de
um estudo de caso. Revista de Matemática da Universidade Federal de Ouro Preto, v. 1,
n. 2, p. 73–85, 2013.
SALVATIERRA, M. M. Modelagem matemática e simulação computacional da presença
de materiais impactantes tóxicos em casos de dinâmica poputacional com competição
inter e intra-específica. IMECC - UNICAMP, Dezembro 2005.
SANASA. Disponibilidade hídrica do sistema cantareira para a bacia dos rios piracicaba
capivari e jundiaí. 2014.
SANTOS, C. F. Lima dos. Modelagem matemática do aumento de densidade de vegetação
na amazônia e dinâmica populacional com competição intra e interespecífica. Dissertação
(Mestrado) — UNICAMP, 2013.
SCURI, A. E. Fundamentos da imagem digital. Pontifícia Universidade Católica do Rio
de Janeiro, 1999.
THOMAZ, S. M.; BINI, L. M. Ecologia e manejo de macrófitas aquáticas. Eduem, 2003.
WOLMUTH, L. D. Modelagem e Simulaçoes do comportamento evolutivo de poluentes




APÊNDICE A – Códigos Computacionais
Os códigos são apresentados em duas partes, esta primeira parte corresponde
aos códigos para o poluente:
1. Código para lêr a imagem no formato ‘png’ e obter a matriz om os pontos do domínio
‘Técnica dos pixels’.
2. Código para obter a matriz que contem todos os vizinhos para cada ponto do domínio.
3. Este código construiu as matrizes do sistema discretizado e incluiu também as
discretizações das fronteiras.
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4. Código para criar as fontes principais e as fronteiras poluidas, fazendo uso das cores
‘técnica dos Pixels’.
5. Código simular para o poluente.
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Nesta parte incluímos os códigos para obter as dinâmicas populacionais. Aqui foi construída
novamente as matrizes para o poluente.
1. Código para construir as matrizes do poluente incluindo suas fronteiras.(O modelo
foi feito para incluir diversos tipos de poluentes, mais só se fez uso de um só tipo de
poluente).
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2. Este código construiu as matrizes para as três populações incluindo suas condições
de contorno.
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3. Este código é obtido para a parte linear do sistema das equações Equação 3.5,Equação 3.6
eEquação 3.7 respeito do termo central.
4. Este código é debido a parte não linear dos sistemas Equação 3.5, Equação 3.6
eEquação 3.7 relacionadas com as populações e onde é usado o método preditor-
corretor.
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5. Códigos gráfico:
6. Código gráficos:
7. Este código foi construído para tomar os pontos amostrais no domínio.
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8. Este código usa todos os outros códigos para fazer a simulação de tudo junto, ou
seja, o espalhamento do poluente, as dinâmicas populacionais e o comportamento do
poluente e das espécies nos pontos amostrais. Todos os gráficos são apresentados
numa só janela.
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Todos estes códigos usados para fazer a simulação trabalharam com a figura no
formato ‘png’ usando a Técnica dos pixels. A malha gerada usando esta técnica,
baseada nas cores, só foi usada para obter a matriz ’rep’, que é a que define os pontos
do domínio, e que foi usada para obter a matriz de 35.136 linhas por 4 colunas que
contêm as fronteiras.
